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EIN STOCHASTISCHES MODELL DER KRISTALLISATION 
AUS UNTERKUHLTEN FLUSSIGKElTEN 
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Tschechoslowakische Akademie der Wissenschaften, 16000 Prag 6 

Eingegangen am 2. Februar 1976 

Die Kristallisation aus unterkiihlten Fliissigkeiten wird als ein stochastischer Prozef3 gedeutet. 
Durch Simulation dieses Vorganges auf einem Rechner wurden der Mittelwert und die Varianz 
der Transformationszeit bestimmt, d.h. der Zeit, die zur Bildung einer soJchen Volumenfraktion 
der Kristalle benotigt wird, bei der cine visuelle Beobachtung der Kristallisation moglich wird. 
Abgeleitet werden Abhangigkeiten der Mittelwerte und der Varianzen der Transformationszeiten 
yom dimensionslosen Parameter Y, der das Volumen der Probe und die kinetischen Parameter 
der Keimbildung und des Kristallwachstums in sich einschlief3t. Bestimmt wurden auch die oberen 
und unteren Vertrauensgrenzen der Transformationszeiten fUr das Signifikanzniveau 0'05, 
wie auch deren Grenzwerte im Hinblick auf den Parameter Y. Diskutiert wird auch der Einfluf3 
des Volumens der Probe auf den Ablauf der Kristallisation. 

Einer der moglichen Wege ZUt Erorterung der Bedingungen der Glasbildung ist die 
kinetische Losung, die nach Uhlmann! auf der Konstruktion der sog. TTT-Kurven 
(time-temperature-transformation curves) beruht. Diese Kurven sind durch die 
Abhangigkeit der Transformationszeit t, d. h. der Zeit, die zur Bildung einer visuell 
beobachtbaren Volumenfraktion der Kristalle X in einer unterkiihlten Fliissigkeit 
benotigt wird, von dem Ausma13 der Unterkiihlung gegeben. Die Kurven weisen 
eine charakteristische "nasenahnliche" Form auf. Bei deren Konstruktion geht Uhl
mann von der Grundbeziehung fUr die Transformationskinetik 

(1) 

aus, in der Iv die Keimbildungsfrequenz pro Volumeneinheit und u die Geschwindig
keit des Vorriickens der Zwischenphasentrennflache Kristall-Fliissigkeit bedeutet. 
Iv und u sind dann Funktionen der Unterkiihlung. 

Mit steigender Unterkiihlung sinkt die Transformationszeit vorerst ab, da die 
Triebkraft der Kristallisation ansteigt. Beginnend von einer gewissen Temperatur 
steigt dann die Transformationszeit an, uzw. infolge der Erhohung der Viskositat 
des Systems. Die TTT-Kurven dienen zur Bestimmung der minimalen Kiihlgeschwin
digkeit fUr die Ausbildung eines glasahnlichen Zustandes. Uhlmann bestimmte 
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auch qualitative Bedingungen fUr die Glasbildungsfahigkeit eines Materials: eine 
hohe Viskositat bei der Temperatur des Schmelzpunktes und ein rasches Ansteigen 
der Viskositat bei dem Absinken der Temperatur unterhalb den Schmelzpunkt. 

Die Beziehung (l) ist aber nur eine Approximation und ihre Anwendbarkeit ist 
beschrankt, wie noch weiters gezeigt wird, lediglich auf soiche Systeme und soiche 
Bedingungen, bei denen die visuell beobachtbare Fraktion der Kristalle durch eine 
groBe Zahl von Einzelkristallen gebildet wird. Aus der Praxis sind aber auch Materiale 
bekannt, wie z.B. die Selensaure3

, die sehr lange im unterklihlten Zustand existieren 
k6nnen und die nach Entstehung eines einzigen kritischen Keimes dann sehr rasch 
in den kristallischen Zustand libergehen. Aus eigenen Erfahrungen wissen wir, 
daB der KristallisationsprozeB in soichen Systemen einen Wahrscheinlichkeits
charakter hat, da die Zeit, wah rend der das System in unterklihItem Zustand beharrt, 
eine Zufallsgr6Be ist. 

EIN STOCHASTISCHES MODELL DES PROZESSES 

Das Modell der Kristallisation aus unterklihlten Fllissigkeiten wurde fUr nachstehende 
Voraussetzungen aufgestellt: a) eine heterogene Keimbildung tritt nicht in Er
scheinung; b) im System wurde eine stationare (steady-state) Konzentration der 
unterkritischen Keime erreicht; c) Iv und u sind zeitunabhangige Konstanten; 
d) die Kristalle wachsen als kugelf6rmige Gebilde an; e) fUr X wurde der Wert 
X = 10- 6 angenommen. Der Wert von X, als der kleinsten beobachtbaren Volumen
fraktion der KristaIIe, hangt von der Art der Detektion der Kristalle in der unter
klihlten Fliissigkeit abo Flir visuelle Beobachtungen schlagt Uhlmann1 einen Schatz
wert von 10- 6 -10- 8 vor; flir gewisse physikalische Methoden gibt Hamme14 

dann Werte von 10- 3 -10- 4 an. 

Nehmen wir nun an, daB der KristallisationsprozeB in zwei aufeinanderfolgende 
Vorgange aufgeteilt werden kann: in die zufallige Entstehung von kritischen Keimen 
und deren deterministisches Weiterwachsen. Bezeichnen wir mit ti die Zeit zwischen 
der Entstehung des i-ten und des (i + l)-ten Keimes, dann k6nnen wir den Kristal
lisationsprozeB durch folgende zwei Gleichungen beschreiben: 

N N N 

X=(4nu 3 /3V)L(L t j )3; t= Lti' (2), (3) 
i= I j=i i=O 

Hier bedeutet V das Gesamtvolumen der unterklihlten Fliissigkeit, to ist dann das 
Zeitintervall zwischen dem Beginn des Versuches und der Entstehung des ersten 
Keimes. 

In Obereinstimmung mit der Voraussetzung c) weisen die Gr6Ben t eine expo
nentielle Verteilung mit dem Mittelwert (t) = l/(VIv ) auf. Die EinfUhrung der Trans-
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formationen T = VIvt und ai = VIv 'i macht eine Umschreibung der Gleichungen (2), 
(3) in deren dimensionslosen Aquivalente maglich: 

N N 
X = (4/3) lty3 L (L a j )3 ; 

i =l j=i 

N 

T= Lai • 
i=O 

Y ist hier ein dimensionsloser Parameter, gegeben durch die Beziehung 

Y = u/IvV4
/

3 
• 

(4),(5) 

(6) 

Ein analoges deterministisches Modell kann abgeleitet werden, wenn die GraBen, 
durch deren Mittelwerte ersetzt werden. Die Gleichungen (2), (3) gehen bierbei 
in die Form 

(7) 

tiber. Es ist leicht ersichtlich, daB die Beziebung (1) eine Approximation der Relation 
(7) fUr V1vt ~ 1 ist. 

Bemtihungen urn die analytische Lasung des Problems der Bestimmung des 
Mittelwertes und der Varianz von T, gegebenenfalls der Bestimmung der Verteilung 
von T, scheiterten daran, daB es nieht gelang fUr die Verteilung der Doppelsumme 
in der Beziehung (4) bei beliebigem N einen analytischen Ausdruck zu finden. Zu
ganglich sind lediglich die Momente dieser Verteilung, aus denen das Mittel und die 

N N 

Varianz bestimmt wurden. 1st W = L (L aJ3, dann gilt E(w) = N(N + 1) (N + 2). 
i=l j:::d 

. (N + 3)/4, D2(w) = 6E(w) (3N3 + 24N2 + 61N + 45)/7. 

Simulation des Kristallisationsprozesses auf einem Rechner 

Die GroBe cx, die eine exponentielle Verteilung mit einem Mittelwert und einer Varianz gleich 
Eins aufweist, kann auf einem Rechner2 einfach wie folgt generiert werden: 

a = -lnR, (8) 

R ist hier eine Zufallszahl (oder genauer ausgedrlickt eine pseudozufiillige Zahl) aus dem Intervall 
<0,1). 

FQr die Berec;hnung der Doppelsumme in der Beziehung (4) aus den generierten Werten von 
cxi' i = 0, 1,2, . . . , N wurde ein spezieller Algorithmus benutzt, der die Anzahl der benotigten 
mathematischen Operationen wesentlich herabsetzt. Flihren wir die Bezeichnung 

N N 

A( n, N) = L ( L ajt ' (9) 
i=l j=i 
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ein, dann kann der vorerwahnte Algorithmus durch das System folgender dreier Rekursions
formeln erfaBt werden: 

A(3, N) = Na~ + 3A(1, N - 1) a~ + 3A(2, N - 1) aN + A(3, N - 1), (10) 

A(2, N) = Na~ + 2A(1, N - 1) aN + A(2, N - 1), (11) 

A(1, N) = NaN + A(l, N - 1), (12) 

wobei A(3,0) = A(2,0) = A(l,O) = ° gilt. 1m Laufe einer Simulationsrechnung wurde N sukzessive 
vergroBert, solange nicht die Bedingung 

A(3, N) ~ 3Xj4ny3 = Z (13) 

erfUllt war. Durch Auffinden der realen Wurzel der kubischen Gleichung wurde dann IXN derart 
reduziert, daB in der Bedingung (13) die Gleichheit erzielt wird. 

Durch wiederholte Simulationen wurden die Mittelwerte und die Varianzen der durch die 
Beziehung (5) gegebenen GroBe T berechnet. AuBerdem wurden auch Segmente der Verteilungs
funktion Tin soIchen Bereichen simuliert, in denen die Verteilungsfunktion die Werte 0,025 und 
'0,975 schneidet, um das Intervall bestimmen zu konnen, in dem die ZufallsgroBe T mit einer 
statistischen Sicherheit von 0,95 (Signifikanzniveau = 0,05) aufgefunden werden kann. Die 
Mittelwerte und die Varianzen, die aus 2500 Simulationen gewonnen wurden, wie auch die oberen 
und unteren Vertrauensgrenzen, die aus 5000 Simulationsrechnungen stammen, sind fUr verschie
{jene Werte von Yin der Tabelle und in den Abb. 1 und 2 angefUhrt. 

D1SKUSSION 

Aus der Tabelle und aus der Abb. 1 ist ersichtlich, daB der Variationskoeffizient 
(d. h. der Quotient DjE) def GroBe Tmit steigendem Yabnimmt, was die Bedeutung 

ABB.l 

Abhangigkeit der Mittelwerte und der 
Varianzen der Transformationszeiten von Y 

x = log 10 Y; f y = log lOE(T), Punkte -
simulierte Werte, Kurve gemaB der Beziehung 
(14); 2 y = log 10D2(T), Punkte - simu
lierte Werte, ' Kurve gema13 der Beziehung 
(15). 
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des Faktors Y als eines MaOes der Zufalligkeit im KristallisationsprozeO unter
kuhlter Flussigkeiten charakterisiert. 1m Grenzfall groOer Y-Werte ist die Bedingung 
(13) schon sehr fruh nach der Entstehung des ersten Keimes erfUllt und die GroOe T 
weist praktisch eine exponentielle Verteilung auf, mit einem Mittelwert und einer 
Varianz nahe bei Eins. 1m entgegengesetzten Grenzfall, fUr Y ~ 0, verlauft der 
KristallisationsprozeO deterministisch. Aus der Abb. 1 ist ersichtlich, daO die durch 
Simulationsrechnungen gewonnenen Mittelwerte von T sehrgut mit der approxima
tiven Beziehung 

E(T) = [0·25 + 2(Z)1/2]1 /2 + 0·5 (14) 

ubereinstimmen, die als eine Losung fUr Taus der Gleichung (7) des deterministischen 
Modells gewonnen wurde. Ein ahnlicher Verlauf der Abhiingigkeit fUr D2(T) von Y 
zeigt auf die Moglichkeit der Anwendung einer der Relation (14) ahnlichen Formel,. 
allerdings mit abgeanderter empirischer Konstante: 

(15) 

Fur kleine Y ist das Verhaltnis D2j E annahernd konstant und liegt ungefiihr bei 
0·14. Es wurde festgestellt, daO in diesen Fallen die Verteilung T der Normalver
teilung sehr nahe kommt, und daO fUr die Bestimmung der unteren und der oberen 
Vertrauensgrenze, T±, in denen T mit einer statistischen Sicherheit von 0,95 auf
gefunden werden kann, die annahernden Beziehungen 

T± = E(T) ± 2D(T) = E(T) ± 0·75[E(T))l /2 (16) 

benutzt werden konnen. Mit steigendem Y weicht die Verteilung mehr und mehr 

12~~------~-------.----~ 

\ 0·8 

.. 
0'4 

.. ~ . . . 

-5 -3 -1 x 0 

ABB.2 

Abhiingigkeit des Abstandes der oberen und 
der unteren Vertraungsgrenze der GroBe T 
zum Mittelwert von Y (Signifikanzniveau 
0,05) 

x = log lOY; 1 y = log lo[T+ - E(T»), 
Punkte - simulierte Werte, Gerade-Approxi
mati on nach (18); 2y = log lo[E(T) - T_), 
Punkte - simulierte Werte, Gerade-Approxi
mation nach (17); 3 y = log lo[2D(T»), 
Kurve gemiiB der Beziehung (15). 
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-von der Normalverteilung abo Die simulierten Werte der oberen und unteren Ver
trauensgrenzen fUr T sind in der Tabelle angefiihrt; deren Abstand vom Mittelwert 
ist dann in der Abb. 2 zusammengefaBt. 1m Grenzfall gro[er Y-Werte nehmen 
·diese Grenzen konstante Werte an: 

L = -In 0'975 , T+ = -In 0'025. (17), (18) 

Zum Unterschied von den bisher erarbeiteten Theorien ermoglicht das vorgelegte 
Modell auch den interessanten EinfluB der GroBe des Volumens der unterkiihlten 
Fliissigkeitsprobe auf die Transformationszeiten zu untersuchen. Mit Hilfe der 
Beziehungen (14) und (15) kann nachgewiesen werden, daB in kleinen Proben die 
Fliissigkeit zwar viel einfacher in unterkiihltem Zustand gehalten werden kann, 
daB aber hier auch mit einer groBeren Varianz der gemessenen Transformations
zeit en gerechnet werden muB. 

TABELLE I 

Abhangigkeit der Mittelwerte, der Varianzen und der oberen und unteren Vertraungsgrenzen 
der Transformationszeiten von Y (Signifikanzniveau 0,05) 

Y 
E(T) D2(T) 

L T+ Gl. (14) Simulation Gl. (15) Simulation 

1 1-0010 1·0126 1·0000 1·0001 0·0283 3·664 
5 . 10- 1 1·0028 1·0188 1·0001 1·0001 0·0345 3·664 
2.10- 1 1·0108 1·0374 1·0002 1·0001 0·0530 3·686 
1.10- 1 1·0300 1·0683 1·0006 1-0001 0·0834 3·719 
5.10- 2 1-0809 1·1296 1·0017 1·0002 0·1442 3·777 
2.10- 2 1·2717 1·3113 1·0069 1·0013 0·3245 3·954 
1.10- 2 1·6078 1·6060 1·0192 1·0043 0·6219 4·249 
5. 10- 3 2·2361 2·1693 1·0525 1·0151 H17 4·819 
2.10- 3 3·8430 3·6972 H845 1·0957 2-421 6·408 
1.10- 3 6·0814 5·9076 1·4317 1·3230 4·321 8·746 
5. 10- 4 9·8624 9-6796 1·9135 1·8245 7·619 12·83 
2. 10- 4 19·094 18·913 3-1758 3·1642 15·99 22·90 
1.10-4 31 ·764 31·587 4·9491 5·0457 27·68 36·44 
5.10- 5 53 ·076 52·911 7·9518 8·1663 47·68 58·88 
2.10- 5 105·03 104·90 15·291 15·384 97·30 112-8 
1.10- 5 176·29 176'20 25'365 24·971 166·3 186·2 
5.10- 6 296·14 296·01 42·313 41·325 
2.10- 6 588·29 588·11 83·627 82·139 
1.10- 6 989·04 988·88 140'30 138·73 
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SCHLUSSFOLGERUNGEN 

Das abgeleitete Modell der Kristallisation aus unterkUhlten Fltissigkeiten bringt 
eine Verallgemeinerung der bisherigen Theorien flir verschiedene Materiale (charak
terisiert durch die Temperaturabhangigkeiten I v und u) und der verschiedenen 
Kristallisationsbedingungen (gegeben durch die Temperatur und das Volumen) 
mit sich. Je nach der GroBe des dimensionslosen Faktors Y, der durch die Beziehung 
(6) definiert ist, konnen 4 typische Hille des Kristallisationsablaufes unterschieden 
werden: 1) Bei Y < 10- 7 lauft die Kristallisation praktisch deterministisch ab, der 
Unterschied zwischen den experimentellen Werten der Transformationszeiten und 
dem Mittelwert ist kleiner als 1%. 2) Bei 10- 7 < Y < 10- 5 werden die Trans
formationszeiten annahernd eine Normalverteilung aufweisen. Die Varianz der 
experimentellen Werte ist nicht mehr vernachlassigbar und flir die Bestimmung der 
Breite des Intervalls kann die Beziehung (16) benutzt werden. 3). Der Bereich 
10- 5 < Y < 10- 2 stellt eine Dbergangszone dar, in der keine einfache Naherung 
benutzt werden kann und flir die die durch Simulationsrechnungen gewonnenen 
Angaben benutzt werden mUssen. 4) Bei Y> 10- 2 verlauft die Kristallisation so ab, 
daB die Entstehung eines einzigen Keimes zur . Erreichung eines beobachtbaren 
Kristallisationsgrades genUgt. Die experimentellen Werte der Transformations
zeiten werden eine exponentielle Verteilung aufweisen, mit gleichem Mittelwert 
und gleicher Varianz. Die Grenzen des Intervalls fUr T konnen mit Hilfe der Be
ziehungen (17) und (18) bestimmt werden. 

Werden wir dies en Zutritt auf die Konstruktion der TTT-Kurven anwenden, dann 
sind wir in der Lage in der graphischen Darstellung einen Streifen zu bestimmen, 
in den die Experimente mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,95 fallen sollten. Das 
stochastische Modell der Kristallisation aus unterkUhlten Fltissigkeiten sagt somit 
eine gewisse Unsicherheit in den Experimentalwerten der Transformationszeiten 
voraus, die sich nicht aus den MeJ3fehlern, sondern aus dem Wesen des Prozesses 
ergibt. Das Modell macht somit eine bessere Beurteilung der GlaubwUrdigkeit der 
auf diesem Gebiet erzielbaren Experimentalergebnisse moglich. 

VERZEICHNIS DER SYMBOLE 

A(n,N) 
D2 

E 
Tv 
N 
R 
t 
T 

L 

Sum men, definiert durch die GI. (9) 
Streuung (Varianz) 
Mittelwert 
Frequenz der Keimbildung, em - 3 S - 1 

Zahl der Kristalle 
eine pseudozufiillige Zahl 
Zeit 
transformierte Zeit 
untere Grenze des Intervalls fUr T fUr das Signifikanzniveau 0,05 
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T + obere Grenze des Intervalls fur T fUr das Signifikanzniveau 0,05 
Geschwindigkeit des Kristallwachstums, cm s - 1 

V Volumen der Fliissigkeitsprobe 
Summe A(3, N) 

X nachweis bare Volumenfraktion der Kristalle 
Y dimensionslose GroBe, definiert durch die Beziehung (6) 
Z dimensionslose GroBe, definiert durch die Beziehung (I 3) 
IX = VI;r: transformiertes 7: 

Zeit zwischen der Entstehung zweier Keime 
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